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圏論と群の表現論と量子力学1

谷村 省吾

名古屋大学大学院情報科学研究科

圏論の視点・表記法を使って群の表現論を構築し，表現論の物理への応用，
主に量子力学への応用を解説する．しかし Lie代数の分類やすべての表現
の構成方法などは解説しない．

1 序

群論・表現論・圏論の考え方を概観する．それらが物理とどう関わるのか論じる．

2 圏論

2.1 圏

圏 (category)とは，対象 (object) と呼ばれる a, b, c, · · · と，対象 aから出て対象 bに入る射

(arrow, morphism) と呼ばれる矢印

f : a→ b (2.1)

あるいは

a
f−−→ b (2.2)

と書かれる矢印の集まりで，以下の公理を満たすものである．

(圏の公理 1：合成) 射 f : a → b と射 g : b → c があれば，これらの合成 (composite) の射

g ◦ f : a→ cが一意的に定められる：

a
f //

g◦f ��>
>>

>>
>>

> b

g

��
c

(2.3)

(圏の公理 2：結合律) 射の系列

a
f−−→ b

g−−→ c
h−−→ d (2.4)

があったときに

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f (2.5)

が成り立つ．つまり，合成射 g ◦ f に引き続いて hを合成してできる射と，合成射 h ◦ gに f をつ

け足してできる射は同じ射である：

a
f //

g◦f ��=
==

==
==

=

&&

b
g

��

h◦g

��=
==

==
==

=

c
h

// d

(2.6)
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(圏の公理 3：恒等射) 各対象 bに対して 1b : b→ bという射があり，任意の射 f : a→ bに対して

1b ◦ f = f (2.7)

と，任意の射 g : b→ cに対して

g ◦ 1b = g (2.8)

が成り立つ．1bを bに対する恒等射 (identity arrow) といい，idbとも書く．恒等射は矢印の代わ

りに二重線で記すことがある：

a
f //

f ��=
==

==
==

= b

1b

g

��=
==

==
==

=

b g
// c

(2.9)

以上 3つの条件を満たす対象と射の集まりを圏と呼ぶ．一つの圏を C（飾り文字のC）という記

号で表すことにする．圏 C の対象 a, bについて aから bへの射全体の集合をHomC (a, b)と書き，

hom-setと呼ぶ．

2.2 射の性質

射に関する用語をもう少し導入する．ある対象からその対象自身への射 a→ aを aの自己準同

形射 (endomorphism) という．射 f : a→ bに対して射 f ′ : b→ aと f ′′ : b→ aで，

f ◦ f ′ = 1b f ′′ ◦ f = 1a, (2.10)

を満たすものがあれば，f ′を f の右逆射 (right inverse)といい，f ′′を f の左逆射 (left inverse)

という．右逆射と左逆射が存在すれば

f ′ = 1a ◦ f ′ = (f ′′ ◦ f) ◦ f ′ = f ′′ ◦ (f ◦ f ′) = f ′′ ◦ 1b = f ′′ (2.11)

b
f ′ //

1b ==
==

==
==

==
==

==
==

a

f
��

1a

==
==

==
==

==
==

==
==

b
f ′′

// a

となるので両者は一致する．このようなとき，f ′ = f ′′ を f の逆射 (inverse) といい f ′ = f−1

と書く．上に示したことから，逆射はあれば一意的である．逆射は存在することを，f は可逆

(invertible)，あるいは同形射 (isomorphism) であるという．また，このとき対象 aと bはこの圏

において同形 (isomorphic) であるといい，a ∼= bと書く．とくに a→ aという同形射を aの自己

同形射 (automorphism) という．

演習：集合の圏 Setにおいては，単射であることと左逆射が存在することは同値である．全射

であることと右逆射が存在することは同値である．そのことを証明せよ．

圏に含まれている対象や射が無数にあってそれらすべてを書き尽くすことは不可能であったり，

たとえ有限個であっても全部を書くのは煩わしかったりするので，たいていは注目したい対象と

射だけを抜き出して図式を書く．射 f1 : a1 → a2, f2 : a2 → a4, f3 : a1 → a3, f4 : a3 → a4 が

あって，

f2 ◦ f1 = f4 ◦ f3 (2.12)
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という関係があるとき，対応する図式を可換図式 (commutative diagram) という．下図のように

真ん中に輪になった矢印を書いて可換図式を示すことがある．どの矢印をたどっても a1から a4

に至る合成射は同じ射になるということを可換図式は意味している．

a1
f1 //

f3
��

⟲

a2

f2
��

• g1 //

g3

⟲

��>
>>

>>
>>

> •
g2

��
a3

f4
// a4 •

(2.13)

可換図式は正方形とは限らない．例えば上図の右の可換図式は g2 ◦ g1 = g3を表している．輪に

なった矢印は煩わしいのでいちいち書かないこともある．可換図式は，任意の経路が定める合成

射は経路のホモトープな変形によって変わらない，という性質で特徴付けられる．この性質が可

換図式の計算規則だと言ってもよい．

2.3 亜群

すべての射が可逆であるような圏を亜群 (groupoid)と呼ぶ．

2.4 群

対象が一つだけあり，すべての射が可逆であるような圏を群 (group)と呼ぶ．

2.5 圏の例

Set, Top, Grp, Mod, VctK , Pos (partially ordered set), P (X)

2.6 関手

圏C と圏Dがあったとき，C の各対象 a, bにDの対象Fa, Fbを対応させ，C の各射 f : a→ b

にD の射 Ff : Fa→ Fb を対応させる F が条件

F (g ◦ f) = Fg ◦ Ff (2.14)

F (1a) = 1Fa (2.15)

を満たすとき，F を圏C から圏Dへの共変関手 (covariant functor)あるいはたんに
かんしゅ

関手(functor)

という．あまり普及していない記法だが，関手による対応を F : C ⇝ D あるいは対象ごとに

a⇝ Fa，射ごとに f ⇝ Ff と書くことにする．関手は，たんに対象を対象に移す写像ではなく，

ある圏の射のネットワークを別の圏の中の射のネットワークに写し取る操作であることに注意し

てほしい．

C a
f //

g◦f
��=

==
==

==
= b

g

��

F ///o/o/o Fa
Ff //

F (g◦f)=Fg◦Ff
!!D

DD
DD

DD
D Fb

Fg

��

D

c F ///o/o/o Fc

(2.16)
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また，C の各対象 a, bに D の対象 Ga, Gb を対応させ，C の各射 f : a → bに D の射 Gf :

Gb→ Ga を対応させるGが条件

G(g ◦ f) = Gf ◦Gg (2.17)

G(1a) = 1Ga (2.18)

を満たすとき，Gを圏C から圏Dへの反変関手 (contravariant functor)という．反変関手で写し

取った射の向きが反転していて，合成される射の順序も入れ替わっていることに注意してほしい．

C a
f //

g◦f
��=

==
==

==
= b

g

��

G ///o/o/o Ga Gb
Gfoo D

c G ///o/o/o Gc

Gg

OO

G(g◦f)=Gf◦Gg

aaDDDDDDDD

(2.19)

共変関手 F : C ⇝ D があったとき，C の対象 aと bが同形ならば，関手 F によって対応する

D の対象 Faと Fbも同形である．なぜなら，aと bが同形であるとは，(2.10)で定義したよう

に，射 f : a→ bと f ′ : b→ a で

f ′ ◦ f = 1a, f ◦ f ′ = 1b (2.20)

を満たすものがあるということであり，このとき関手 F によって対応する射 F (f) : Fa→ Fbと

F (f ′) : Fb→ Fa も，関手の性質 (2.14), (2.15)により

F (f ′) ◦ F (f) = 1Fa, F (f) ◦ F (f ′) = 1Fb (2.21)

を満たす．したがって，Faと Fbは圏D で同形な対象である．

a
f

��=
==

==
==

=

1a

F ///o/o/o Fa
Ff

!!D
DD

DD
DD

D

1Fa

C a

f ��=
==

==
==

= b
f ′

oo

1b

F ///o/o/o Fa

Ff !!D
DD

DD
DD

D Fb
Ff ′

oo

1Fb

D

b
F ///o/o/o Fb

(2.22)

この結果は形式的に

a ∼= b ⇒ Fa ∼= Fb (2.23)

とまとめられる．いま，共変関手の場合について証明したが，反変関手の場合についても同様に

a ∼= b ⇒ Ga ∼= Gb (2.24)

が成り立つ．

2.7 関手の例

共変べき集合関手 P : Set ⇝ Set , 反変べき集合関手 P̄ : Set ⇝ Set , 単調増加関数 ϕ : Pos ⇝
Pos′, 双対空間 ∗ : VctK ⇝ VctK , 忘却関手 U : Grp ⇝ Set , 加群生成関手G : Set ⇝ Mod , ベク

トル空間生成関手G : Set ⇝ VctK , 自由群生成関手G : Set ⇝ Grp

4



2.8 自然変換

圏 C から圏 D への共変関手 F, F ′ があったとき，F から F ′ への自然変換 (natural transfor-

mation) T : F ⇒ F ′ とは，C の各対象 aに対してD の射 Ta : Fa→ F ′aを対応させるものであ

り，任意の対象 a, bと任意の射 f に対して

Fa

Ta

��

Ff // Fb

Tb

��

C a
f // b

F

BB
B�
B�
B�
B�
B�

F ′

���\
�\
�\
�\
�\

D

F ′a
F ′f

// F ′b

(2.25)

という可換図式が成り立つことを言う．

例：Vctにおける成分表示は共変関手である．基底が関手であると言ってもよい．Vctにおけ

る基底変換は自然変換である．

3 群論の基礎

3.1 群の例

整数群Z, 巡回群Zn, 正多角形群，正多面体群，置換群Sn, GL(n,R), SL(n,R), O(n), SO(n),

U(1), U(n), SU(n), 並進群Rn, ユークリッド群E(n) = O(n)⋊Rn, アフィン変換群，射影変換群
同形な群，3通りの定義：

U(1) := {z ∈ C ; |z| = 1} = {eiθ ; θ ∈ R}, (3.1)

T := R/2πZ, (3.2)

SO(2) := {g ∈M(2,R); g⊤g = 1, det g = 1} =

{(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
; θ ∈ R

}
(3.3)

内包的定義と外延的定義の区別に注意．また，位相の入れ方がそれぞれ異なるが，結果的に同相

になることにも注意．

3.2 群の構造

可換・非可換，部分群，準同形，同形，直積群，自己同形変換群，半直積N ⋊K

左移動，右移動，どちらも全単射，左移動と右移動の双対性，剰余類，随伴作用（内部自己同

形），正規部分群（＝不変部分群），商群（剰余群），準同形定理

演習：鏡映を含む正四面体群に対して群表を書き，部分群をすべて列挙せよ．また共役類を列

挙せよ．正規部分群があれば示せ．その正規部分群による剰余群を述べよ．正六面体群について

も同様の分析を行え．

3.3 位相群

位相群，Lie群，コンパクト，離散，局所コンパクト
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3.4 群作用を受ける空間

G ↷ X, G → AutX, 軌道，不動点（不変元），等方群（固定化群，小群），等質空間，表現

空間，共役類

4 構造を持ったベクトル空間

4.1 ベクトル空間の常識

部分空間，補空間，直和空間，商空間，線形写像，基底，数ベクトル表示，行列表示

4.2 線形位相空間

距離空間，ノルム空間，Banach空間，完備性

4.3 双線形形式を付与されたベクトル空間

内積空間（Euclid空間），Minkowski空間，シンプレクティック空間，複素内積空間，Hilbert

空間

4.4 構造を保つ変換

等長変換，Lorentz変換，シンプレクティック変換，ユニタリ変換，体積保存変換，共形変換

（等角写像）．ただし，シンプレクテック群の定義は Sp(n) = {g ∈ U(2n); g⊤Jng = Jn} であり，
正準変換群とは一致しない．

4.5 テンソル代数

双対空間，テンソル積空間，テンソル代数，外積代数

5 群の表現

5.1 表現の基礎概念

群の表現，定義表現，ユニタリ表現，制限表現，直和表現，不変部分空間，部分表現，既約，

可約，完全可約，連続表現．

以下，有限次元表現，もしくはHilbert空間上の連続表現を考える．とくに断りがなければ，ユ

ニタリ表現である必要はない．
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5.2 圏論から見た表現論

群は圏，表現は関手，
けい

繋
らく

絡作用素 (intertwining operator, intertwiner)は自然変換．

V

T

��

π(g) // V

T

��

G ∗ g // ∗

π

BB
B�
B�
B�
B�
B�

π′

���\
�\
�\
�\
�\

Vct

V ′
π′(g)

// V ′

(5.1)

という可換図式が成り立つ．

群Gの 2つの表現 (π, V )から (π′, V ′)への繋絡作用素全体を HomG(V, V
′)と書く．これはベ

クトル空間になる．また，HomG(V, V )は環（代数）になる．

表現の同値，ユニタリ同値表現，表現の分解, Schurの補題

Schur（シューア）の補題：群Gの 2つの既約表現 π, π′が作用する C上の Hilbert空間をそ

れぞれ V, V ′とし，V, V ′の少なくとも一方は有限次元と仮定する．連続線形写像 T : V → V ′が

繋絡作用素だとする．つまり

∀g ∈ G, Tπ(g) = π′(g)T (5.2)

を満たすとする．このとき，

(i) πと π′が同値でないならば T = 0.

(ii) πと π′が同値であるとし，同形写像 I : V → V ′を一つ選ぶ．このとき T = λI となるよう

な λ ∈ Cが存在する．とくに，π = π′ならば T = λ idV である．

【証明】

(1) KerT と ImT はG不変部分空間である．

(2) T は連続写像だから，KerT は V の閉部分空間．V が有限次元ならば，ImT はHilbert空間

V ′の有限次元部分空間なので閉部分空間．V ′が有限次元ならば，ImT は V ′の閉部分空間．

いずれにしても ImT は V ′の閉部分空間．

(3) T ̸= 0とする．(π, V )は既約表現だからKerT = {0}．(π′, V ′)は既約表現だから ImT = V ′．

従って，T は線形同形写像である．ゆえに πと π′は同値表現である．このことの対偶が (i)

である．

(4) (ii)の場合を考える．T の代わり I−1 ◦ T をとれば (π′, V ′) = (π, V )としてよい．T : V → V

は有限次元の複素ベクトル空間の線形変換だから，T の固有値 λが少なくとも 1つは存在す

る（複素数体でないとこのことは言えない）．条件 (5.2)より，T − λidV もまた π(g)と可換

なので，Ker (T − λidV )は V のG不変部分空間である．いま，

{0} & Ker (T − λidV ) ⊂ V (5.3)

であり，(π, V )は既約なのでKer (T − λidV ) = V でなければならない．従って，T = λidV

である【証明終了】
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定理：群Gの複素有限次元表現 (π, V )について

(π, V )が既約表現⇔「∃T : V → V 線形, ∀g ∈ G, Tπ(g) = π(g)T ⇒ ∃λ ∈ C, T = λidV」(5.4)

定理：可換群の既約表現は 1次元である．

5.3 派生表現

テンソル積表現，反傾表現（双対表現），反対称積，対称積，外部テンソル積表現 (outer tensor

product representation) π1 ⊠ π2

6 Lie代数

6.1 Lie群からLie代数へ

微分多様体，Lie群の随伴作用，Lie括弧積，Jacobi identity, 不変ベクトル場，指数写像，部

分代数，イデアル，商 Lie代数，Lie代数の準同形定理

6.2 Lie代数の例

Lie群Gに付随する Lie代数をドイツ文字 gで表す．gl(n,R), gl(n,C), sl(n,R), sl(n,C), o(n),
u(n), su(n), o(1, 3)

6.3 被覆群

R → U(1), SU(2) → SO(3), SL(2,C) → SO↑(1, 3)

7 Peter-Weylの理論

7.1 不変測度

測度，Baire（ベール）測度（コンパクトな台を持つ連続関数がすべて可測・有限積分値である

ような，位相空間上の測度），左不変測度，右不変測度，両側不変測度＝Haar（ハール）測度，

モジュラー関数

定理：局所コンパクト位相群には 0でない左不変 Baire測度と右不変 Baire測度が存在する．

それらは正の実数倍を除いて一意的である．

定理：コンパクト位相群Gには
∫
G dg = 1を満たすHaar測度が一意的に存在する．

例題：SU(2)のHaar測度を求めよ．規格化もせよ．

例題：左不変測度と右不変測度が一致しない例を挙げよ．モジュラー関数を求めよ（小林・大

島 p.84, 山内・杉浦 p.64）．

例題：非コンパクト群では必ず左不変測度が右不変測度が一致しない，というわけではない．

GL(2,R)で左不変測度が右不変測度が一致することを確認せよ（小林・大島 p.87）．
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定理：コンパクト位相群Gの Haar測度を dgとする．Gのユニタリとは限らない表現 (π, V )

において，任意の v ∈ V に対し

ṽ :=

∫
G
π(g)v dg (7.1)

を定めると ṽはG作用に関して不変元である．つまり任意の h ∈ Gに対して

π(h)ṽ = π(h)

∫
G
π(g)v dg

=

∫
G
π(h)π(g)v dg

=

∫
G
π(hg)v dg

=

∫
G
π(g)v dg

= ṽ (7.2)

が成り立つ．つまり，群平均によって群不変元が得られる．

定理：コンパクト位相群のどのような表現もユニタリ表現と同値である．

7.2 Schurの直交関係式

定理：(π, V ), (π′, V ′)をコンパクト群Gの既約ユニタリ表現とする．V, V ′の少なくとも一方は

有限次元と仮定する．dgは規格化されたHaar測度とする．このとき，任意の v, w ∈ V, v′, w′ ∈ V ′

に対して ∫
G
⟨v, π(g)w⟩ ⟨v′, π′(g)w′⟩ dg =

{
0 (π ≇ π′)

1
dimV ⟨v′, v⟩⟨w,w′⟩ (π = π′)

(7.3)

が成立する．さらに V, V ′の規格直交基底を選んで π(g), π′(g)の行列成分を πij(g), π
′
kl(g)とす

ると ∫
G
πij(g)π

′
kl(g) dg =

{
0 (π ≇ π′)

1
dimV δikδjl (π = π′)

(7.4)

【証明】段階を区切って証明を進める．

(1) 半双線形写像

A : V × V ′ → HomC(V
′, V )

(v, v′) 7→ Av,v′ : V ′ → V

w′ 7→ Av,v′(w
′) := v⟨v′, w′⟩

(7.5)

を定める．v ̸= 0, v′ ̸= 0のとき ImAv,v′ = Cv ⊂ V は 1次元部分空間．

(2) 線形写像

HomC(V, V
′) → HomG(V, V

′), B 7→ B̃ :=

∫
G
π(g) ◦B ◦ π′(g−1) (7.6)

が定める B̃は任意の h ∈ Gに対し

B̃π′(h) = π(h)B̃ (7.7)

を満たすので，B̃は表現 (π′, V ′)から (π, V )への intertwinerである．
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(3) (7.6)をAv,v′ に適用して定められる Ãv,v′ は既約表現 (π′, V ′)から (π, V )への intertwinerな

ので，Schurの補題より，π ∼= π′でなければ Ãv,v′ = 0である．π = π′ならば

Ãv,v′ = λ idV (7.8)

となる λ ∈ Cが存在する．

(4) 従って，(7.3)の左辺は∫
G
⟨w, π(g)†v⟩ ⟨v′, π′(g)w′⟩ dg = ⟨w, Ãv,v′w′⟩ =

{
0 (π ≇ π′)

λ ⟨w,w′⟩ (π = π′)
(7.9)

となる．

(5) π = π′のとき，(7.8)の両辺のトレースをとると

Tr Ãv,v′ = TrAv,v′ = ⟨v′, v⟩ = λTr(idV ) = λ dimV (7.10)

となるので，

λ =
1

dimV
⟨v′, v⟩ (7.11)

以上で (7.3)が示された．【証明終了】

7.3 展開公式

コンパクト群Gの規格化Haar測度 dgによって関数空間

L2(G) := {ψ : G→ C |
∫
G
|ψ(g)|2dg <∞} (7.12)

を定め，内積を

⟨ϕ, ψ⟩ :=
∫
G
ϕ(g)ψ(g) dg (7.13)

で定めると L2(G)はHilbert空間．

πL(h)ψ(g) := ψ(h−1g), πR(h)ψ(g) := ψ(gh) (7.14)

を定めると πL, πRはともに L2(G)上の群Gのユニタリ表現になる．これらをそれぞれ左正則表

現，右正則表現という．πL ⊠ πRはG×Gの L2(G)上のユニタリ表現を与える：

((πL ⊠ πR)(hl, hr)ψ)(g) := ψ(h−1
l ghr) (7.15)

コンパクト群Gのユニタリ既約表現の同値類全体の集合を Ĝと書き，Gの群双対 (group dual)

と呼ぶ．ユニタリ既約表現 (π, Vπ) ∈ Ĝの次元を dπ = dimVπと書く．その反傾表現 (π∗, V ∗
π ) ∈ Ĝ

V ∗
π ∋ f 7→ π∗(g)f := f ◦ π(g−1) ∈ V ∗

π (7.16)

から，線形写像

Φπ : V ∗
π ⊗ Vπ → L2(G)

f ⊗ v 7→ Φπ(f, v) : G → C
g 7→ Φπ(f, v)(g) :=

√
dπ ⟨f, π(g)v⟩

(7.17)

10



を定めると，これはユニタリ写像であり，しかも π∗ ⊠ πから πL ⊠ πRへの intertwiner になって

いる．

Peter-Weylの定理：

Φ :
∑⊕

π V
∗
π ⊗ Vπ → L2(G)

c =
∑

π,i f
π
i ⊗ vπi 7→ Φ(c) : G → C

g 7→ Φ(c)(g) :=
∑

π,i

√
dπ ⟨fi, π(g)vi⟩

(7.18)

は全単射ユニタリ写像であり，
∑⊕

π π
∗⊠ πから πL⊠ πRへの intertwiner である．言い換えると，

既約ユニタリ表現の行列要素の全体{√
dππij(g) |π ∈ Ĝ; i, j = 1, 2, · · · , dπ

}
(7.19)

は L2(G)の完全規格直交系である．任意の ψ ∈ L2(G)は

ψ(g) =
∑
π∈Ĝ

∑
i,j

√
dπ c

π
ij πij(g) (7.20)

と展開され，その展開係数は

cπij =
√
dπ

∫
G
πij(g)ψ(g) dg (7.21)

で与えられる．

【証明】一番非自明な部分は (7.19)の完全性なので，その部分を証明する．証明すべきことは

f ∈ L2(G), ∀π ∈ Ĝ, ∀i, j ∈ 1, 2, · · · , dπ,
∫
G
f(g)πij(g)dg = 0 ⇒ f ≡ 0 (7.22)

(1) h(g)はG上の連続関数で h(g−1) = h(g)を満たすとする．さらに hがすべての πij と直交す

ると仮定する．仮に，h ̸= 0として

(Ahψ)(g) :=

∫
G
h(gx−1)ψ(x) dx (7.23)

とおけば，AhはL2(G) 上の 0ではない自己共役な有界線形作用素である．有界性は Schwarz

不等式と，Gのコンパクト性（hはG上で最大値をとり，Gの体積は有限）から得られ，自

己共役性は

⟨ϕ,Ahψ⟩ =

∫
G
ϕ(g)h(gx−1)ψ(x) dxdg

=

∫
G
ϕ(g)h(xg−1)ψ(x) dxdg

= ⟨Ahϕ, ψ⟩ (7.24)

からわかる．

(2) 従って，Ahは少なくとも一つは 0でない固有値 σを持ち，それに属する固有空間Eσは有限

次元である（ということを証明しようと思ったら，Ahがコンパクト作用素であることを示

すべきだと思われるが，江沢・島 p.154はそういう書き方をしていない）．Ahの自己共役性

から ψ ∈ Eσ はすべての πij と直交する．
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(3) a ∈ G, f ∈ L2(G)に対して

(Taf)(g) := f(ga) (7.25)

と定めると TaはユニタリでAhと可換．従って TaはEσを不変にとどめるので，制限Ua :=

Ta|Eσ はGの有限次元ユニタリ表現．従って，Eσ はGの既約ユニタリ表現の直和に分解さ

れる．その中にある既約成分 πをとり，その表現空間の基底を ν1, · · · , νdとすれば

νj(ga) = (Uaνj)(g) =

d∑
i=1

πij(a)νi(g) (7.26)

が成り立つ．g = eとおけば

νj(a) =
d∑
i=1

πij(a)νi(e) (7.27)

を得るが，これは νj が πij の線形結合でかけることを意味する．ところが νj ∈ Eσは任意の

表現行列 πij に直交するのだから，νj = 0でなくてはならない．すべての既約表現成分につ

いて同様のことが言えるから Eσ = {0}である．これは先に Eσ ̸= {0}としたことと矛盾す
る．従って h = 0でなくてはならない【証明前半終了】．

(4) 前半では h(g−1) = h(g)を仮定したが，今度は，この仮定を満たすとは限らない f ∈ L2(G)

がすべての πijと直交すれば f = 0であることを示す．f ∈ L2(G)がすべての πijと直交する

とき，

s(x) =

∫
G
f(xy)f(y) dy (7.28)

とおくと，これはG上の連続関数で，

⟨πij , s⟩ =

∫
G
πij(x)s(x) dx

=

∫
G
πij(x)f(xy)f(y) dx dy

=

∫
G
πij(zy−1)f(z)f(y) dz dy

=

∫
G

∑
k

πik(z)πjk(y)f(z)f(y) dz dy

= 0 (7.29)

となり，sはすべての πij と直交する．

(5) h(x) = s(x) + s(x−1) とおけば，これは前半の h(x)の仮定を満たすから h = 0. ところが

s(e) =

∫
G
f(y)f(y) dy (7.30)

は実数であり，0 = h(e) = s(e) + s(e) = 2s(e) なので
∫
G |f(y)|2 dy = 0. ゆえに f = 0【証

明後半終了】．
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7.4 指標

類関数，指標，指標の直交関係式，類関数の展開公式，類関数と共役類の双対性，表現の分解

定理：有限群に関して次の関係式が成り立つ：

♯G =
∑
π∈Ĝ

(dimVπ)
2, (7.31)

♯Ĝ = Gの共役類の個数 (7.32)

従ってとくに可換有限群に対しては，既約表現はすべて 1次元であり，共役類は 1つの元からな

り，非同値な既約表現の個数は群の元の個数に等しい．

8 群表現の例

いままでの一般論を U(1)と SU(2)に適用する．

8.1 U(1)

8.2 SU(2)

SU(2)の定義

SU(2) :=

{
g =

(
α γ

β δ

)
∈M(2,C)

∣∣∣∣∣ g⊤g =

(
1 0

0 1

)
, det g = 1

}

=

{
g =

(
α −β̄
β ᾱ

)
∈M(2,C)

∣∣∣∣∣ |α|2 + |β|2 = 1

}
(8.1)

位相空間として同相 SU(2) ∼= S3. C2への作用（定義表現）

g ∈ SU(2), C2 ∋ v =

(
z

w

)
7→ gv =

(
αz + γw

βz + δw

)
∈ C2 (8.2)

2変数複素係数多項式 ψ(z, w) = ψ(v)全体を Lとする．これに SU(2)の作用を

ψ(v) 7→ (Ugψ)(v) := ψ(g−1v) = ψ(δz − γw,−βz + αw) (8.3)

と定めると，Ug1Ug2 = Ug1g2 が確かめられる．とくに ψが斉次の多項式

ψ(z, w) = a0z
n + a1z

n−1w + a2z
n−2w2 + · · ·+ an−1zw

n−1 + anw
n (8.4)

であれば Ugψも同じ次数の斉次多項式．従って，n次の斉次多項式全体 Ln (n = 0, 1, 2, · · · ) は
SU(2)の表現空間になっている．dimLn = n+ 1である．

Lに SU(2)不変な内積を定めたい．複素平面積分∫
ψ(z) dz dz̄ =

∫ ∞

−∞
ψ(x+ iy) dx dy =

∫ ∞

0

∫ 2π

0
ψ(reiθ) rdr dθ (8.5)
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を用いて

⟨ϕ, ψ⟩ :=
∫
ϕ(z, w)ψ(z, w) e−|z|2−|w|2 dz dz̄ dw dw̄ (8.6)

と定めると，⟨Ugϕ,Ugψ⟩ = ⟨ϕ, ψ⟩ が確かめられる．また，∫ ∞

0

∫ 2π

0
r2k e−r

2
rdr dθ = π

∫ ∞

0
tk e−t dt = π Γ (k + 1) = π k! (8.7)

だから，

⟨zkwm, zpwq⟩ = δkp δmq π
2 k!m! (8.8)

が従う．

定理：2変数 n次斉次多項式全体のなす空間 Ln (n = 0, 1, 2, · · · )は SU(2)の n + 1次元のユ

ニタリ既約表現空間である．また，SU(2)の非同値なユニタリ既約表現はこれらで尽きている．

【証明】

(1) ユニタリ表現であることはすでに明らかなので，既約性を示す．SU(2)の元として

g1 =

(
α 0

0 α−1

)
, α ∈ C, |α| = 1, (8.9)

g2 =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
, θ ∈ R (8.10)

をとる．Ln上の線形変換Aで Ug1 , Ug2 と可換なものがあったとする．ϕk = zk wn−kに対し

て Ug1ϕk = α2k−n zk wn−k である．αn, αn−2, · · · , α−n が異なるよう αを選ぶことができる

から，Ug1 の固有空間はそれぞれ 1次元である．いま，AはUg1 はAと可換としているから，

Aϕk = λkϕkとなる λk ∈ Cが存在する．ところで，

Ug2z
n = (z cos θ + w sin θ)n =

n∑
k=0

zk wn−k cosk θ sinn−k θ (8.11)

であり，Aと Ug2 は可換としているから，

0 = [A,Ug2 ]z
n =

n∑
k=0

(λk − λn)z
k wn−k cosk θ sinn−k θ (8.12)

が従う．各項は線形独立なので，λk − λn (k = 0, ·, n). このことは A = λnidを意味する．

従って，Schurの補題より，(Ln, U)は既約表現である．

(2) 完全性（この他に同値でない既約表現はないこと）を示す．SU(2)の共役類全体は

g =

(
eiθ 0

0 e−iθ

)
, 0 ≤ θ ≤ π (8.13)

で尽きている．従って，SU(2)上の類関数は周期 2πの偶関数と同一視される．既約表現 Ln

の指標は

χn(g) = einθ + ei(n−2)θ + ei(n−4)θ + · · ·+ ei(−n+2)θ + e−inθ (8.14)
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である．これらより，

χn(g)− χn−1(g) = einθ + e−inθ = cosnθ (8.15)

が得られ，n = 0, 1, 2, · · · について，これらは周期 2πの偶関数全体の空間の完全系をなす．

従って，これらは SU(2)の類関数の完全系であり，非同値表現の完全系である【証明終了】．

定理 (Clebsch-Gordanの法則)：

χm × χn = χm+n + χm+n−1 + · · ·+ χ|m−n| (8.16)

次元表記で書くことが多い．例えば，

χ1χ1 = χ2 + χ0 → 2⊗ 2 = 3⊕ 1

χ2χ1 = χ3 + χ1 → 3⊗ 2 = 5⊕ 1

χ2χ2 = χ4 + χ2 + χ0 → 3⊗ 3 = 5⊕ 3⊕ 1

χ5χ2 = χ7 + χ5 + χ3 → 6⊗ 3 = 8⊕ 6⊕ 4

χ7χ7 = χ14 + χ12 + · · ·+ χ0 → 8⊗ 8 = 15⊕ 13⊕ · · · ⊕ 1

(8.17)

テンソル積表現を既約表現の直和成分に分解する intertwinerはClebsch-Gordan係数と呼ばれる．

8.3 SU(3)

システマティックな計算のためにはYoung図を用いる．

3⊗ 3 = 6⊕ 3∗ (8.18)

3⊗ 3∗ = 8⊕ 1 (8.19)

6⊗ 3 = 10⊕ 8 (8.20)

8⊗ 8 = 27⊕ 10⊕ 10∗ ⊕ 8⊕ 8⊕ 1 (8.21)

（江沢・島 p.218など）

9 群と表現の双対性

9.1 Fourier-Pontryagin duality

Gを局所コンパクトハウスドルフ可換群 (locally compact Hausdorff Abelian group) とする．

実質的には，離散有限可換群 Zp，離散可算群 Z，コンパクト可換群 U(1) とこれらの直積群を思

い浮かべればよい．γをGの既約ユニタリ表現とする．γ : G→ U(1)は連続準同形写像であり，

Gの指標 (character)とも呼ぶ．

γ : G→ U(1), g 7→ γ(g), (9.1)

γ(g1g2) = γ(g1)γ(g2) (9.2)

γ(g−1) = γ(g) (9.3)

15



指標全体の集合を Ĝ = {γ}と書く．

(γ1γ2)(g) := γ1(g)γ2(g) (9.4)

双対定理：Ĝもまた局所コンパクトハウスドルフ可換群になる．これをGの双対群 (dual group)

あるいは指標群 (character group)と呼ぶ．従って，さらに Ĝの双対群を定めることができるが，

このとき自然な同形対応
ˆ̂
G ∼= G (9.5)

がつく．また，以下の性質が成立する．

Fourier変換の基本関係式（直交性と完全性）∫
G
γ1(g)γ2(g)dg = δγ1,γ2 (9.6)∫

Ĝ
γ(g1)γ(g2)dγ = δg1,g2 (9.7)

一般 Fourier展開：Gの表現空間をG作用について分解する．Gが Hilbert空間H上に U でユ

ニタリ表現されているとする．

U : G→ U(H), g 7→ U(g) (9.8)

このとき

Pγ :=

∫
G
γ(g)U(g)dg (9.9)

とおいたものは

P †
γ = Pγ , (9.10)

PαPβ = δαβPβ, (9.11)∫
Ĝ
Pγ dγ = 1, (9.12)

U(g)Pγ = γ(g)Pγ , (9.13)

PγU(g) = γ(g)Pγ , (9.14)∫
Ĝ
γ(g)Pγ dγ = U(g) (9.15)

を満たす．証明：(9.10)はユニモジュラー性から

P †
γ =

∫
G
γ(g)U(g)†dg

=

∫
G
γ(g−1)U(g−1)dg

=

∫
G
γ(g)U(g)dg

= Pγ (9.16)
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(9.11)は直交性から

PαPβ =

∫
G
α(g)U(g)dg

∫
G
β(h)U(h)dh

=

∫
G
dg

∫
G
dhα(g)β(h)U(gh)

=

∫
G
dg

∫
G
dhα(g)β(g−1h)U(h)

=

∫
G
dh

∫
G
dg α(g)β(g)β(h)U(h)

= δα,β

∫
G
dhβ(h)U(h)

= δαβPβ (9.17)

(9.12)は完全性から ∫
Ĝ
Pγ dγ =

∫
Ĝ
dγ

∫
G
dg γ(g)U(g)

=

∫
G
dg

∫
Ĝ
dγ γ(g)γ(e)U(g)

=

∫
G
dg δg,e U(g)

= U(e) = 1 (9.18)

(9.13)は測度の左不変性から

U(g)Pγ = U(g)

∫
G
γ(h)U(h)dh

=

∫
G
γ(h)U(gh)dh

=

∫
G
γ(g−1h)U(h)dh

=

∫
G
γ(g−1)γ(h)U(h)dh

= γ(g)

∫
G
γ(h)U(h)dh

= γ(g)Pγ (9.19)

同様に (9.14)は測度の右不変性から示される．(9.15)も完全性から∫
Ĝ
γ(g)Pγ dγ =

∫
Ĝ
dγ γ(g)

∫
G
dh γ(h)U(h)

=

∫
G
dh

∫
Ĝ
dγ γ(h)γ(g)U(h)

=

∫
G
dh δg,h U(h)

= U(g) (9.20)

9.2 Doplicher-Roberts category

Doplicher-Roberts（ドップリカー・ロバーツ）圏T とは以下の条件を満たす圏である：
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(i) 対象は無定義．

(ii) 任意の 2つの対象 π, π′を結ぶ射全体の集合Hom(π, π′)はベクトル空間であり，射の合成は

双線形である．

T ◦ (λ1S1 + λ2S2) = λ1T ◦ S1 + λ2T ◦ S2 (9.21)

(λ1T1 + λ2T2) ◦ S = λ1T1 ◦ S + λ2T2 ◦ S (9.22)

図式では

π

S1

��

π

S2

��

π

λ1S1+λ2S2

��

λ1TS1+λ2TS2

!!B
BB

BB
BB

B

π′ π′ π′
T

// π′′

(9.23)

(iii) Hom(π, π′)は Banach空間である．

(iv) 任意の射 S : π → π′, T : π′ → π′′の合成に関して ||T ◦ S|| ≤ ||T ||||S||が成り立つ．

(v) 対象に関しては恒等的で射に関して反線形的で対合的で反変的な関手 ∗ : T ⇝ T がある．

つまり S : π → π′に対して S∗ : π′ → πが定まり，

(λ1S1 + λ2S2)
∗ = λ̄1S

∗
1 + λ̄2S

∗
2 (9.24)

(S∗)∗ = S (9.25)

(T ◦ S)∗ = S∗ ◦ T ∗ (9.26)

が成り立つ．

(vi) ||S∗ ◦ S|| = ||S||2が成り立つ (C∗-norm property)

(vii) E ∈ Hom(π, π)が E∗ = E, E2 = E を満たすとき，E を（自己共役）射影と呼ぶ．V ∈
Hom(σ, π)がV ∗◦V = 1σを満たすとき，V を部分等長射と呼ぶ．射影Eに対してV ◦V ∗ = E

を満たす部分等長射 V : σ → πがあれば，σを E の subobjectと呼ぶ．任意の対象 σ1, σ2

に対して，部分等長射 V1 : σ1 → π, V2 : σ2 → πで V1 ◦ V ∗
1 + V2 ◦ V ∗

2 = 1π を満たすような

πが存在することを要請する（有限直和の存在）．

σ2

V2
��

σ1
V1 // π
V ∗
1

oo

V ∗
2

OO

1πee

(9.27)

(viii) 任意の 2つの対象 ρ, τ のテンソル積対象 ρ ⊗ τ が定まり，任意の 2つの射 R : ρ → ρ′,

T : τ → τ ′ のテンソル積射R⊗ T : ρ⊗ τ → ρ′ ⊗ τ ′ が定まり，R, T に関して双線形である．

また，テンソル積は（自然変換同形の意味で）結合的である．

ρ

R
��

σ

S

��

ρ⊗ σ

R⊗S
��

(ρ⊗ σ)⊗ τ

(R⊗S)⊗T
��

ρ⊗ (σ ⊗ τ)

R⊗(S⊗T )
��

ρ′ σ′ ρ′ ⊗ σ′ (ρ′ ⊗ σ′)⊗ τ ′ ρ′ ⊗ (σ′ ⊗ τ ′)

(9.28)
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(ix) 射のテンソル積と合成が両立する：

(R′ ⊗ T ′) ◦ (R⊗ T ) = (R′ ◦R)⊗ (T ′ ◦ T ) (9.29)

垂直積と水平積が可換という言い方もできる：

ρ

R
��

τ

T
��

ρ

R′R

��

τ

T ′T

��

ρ⊗ τ

R′R⊗T ′T

��

ρ⊗ τ

R⊗T
��

ρ′

R′

��

τ ′

T ′

��

ρ′ ⊗ τ ′

R′⊗T ′

��
ρ′′ τ ′′ ρ′′ τ ′′ ρ′′ ⊗ τ ′′ ρ′′ ⊗ τ ′′

(9.30)

(x) 対合に関して

(R⊗ T )∗ = R∗ ⊗ T ∗ (9.31)

が成り立つ．

(xi) 特別な対象 iが存在し，任意の対象 πに対して i⊗ τ = τ ⊗ i = τ が対象として同形であり，

任意の射 T : τ → τ ′に対して

1i ⊗ T = T ⊗ 1i = T (9.32)

が成り立ち（単位対象の存在），

Hom(i, i) = C1i (9.33)

が成り立つ（単位対象の 1次元性）．

(xii) U : π → π′が U∗ ◦ U = 1π, U ◦ U∗ = 1π′ を満たすならユニタリ射と呼ぶ．任意の対象 τ, ρ

に対して ρ⊗ τ から τ ⊗ ρへのユニタリ射 ε(ρ, τ)が存在し，

ε(ρ′, τ ′) ◦ (R⊗ T ) = (T ⊗R) ◦ ε(ρ, τ) (9.34)

ε(τ, ρ) ◦ ε(ρ, τ) = 1ρ⊗τ (9.35)

ε(i, ρ) = ε(ρ, i) = 1ρ (9.36)

ε(ρ⊗ σ, τ) = (ε(ρ, τ)⊗ 1σ) ◦ (1ρ ⊗ ε(σ, τ)) (9.37)
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が成り立つ（テンソル積の対称性）．図式では

ρ

R
��

τ

T
��

ρ⊗ τ

ε(ρ,τ)

��

ρ⊗ τ
ε(ρ,τ) //

R⊗T
��

τ ⊗ ρ

T⊗R
��

ρ′ τ ′ τ ⊗ ρ ρ′ ⊗ τ ′
ε(ρ′,τ ′)

// τ ′ ⊗ ρ′

(9.38)

ρ⊗ τ

ε(ρ,τ)
��

1ρ⊗τ

$$I
IIIIIIII

τ ⊗ ρ
ε(τ,ρ)

// ρ⊗ τ

(9.39)

i⊗ ρ

ε(i,ρ)
��

ρ

1ρ

��

ρ⊗ i

ε(ρ,i)
��

ρ⊗ i ρ i⊗ ρ

(9.40)

ρ⊗ σ ⊗ τ

1ρ⊗ε(σ,τ)
��

ε(ρ⊗σ,τ)

''OOOOOOOOOOO

ρ⊗ τ ⊗ σ
ε(ρ,τ)⊗1σ

// τ ⊗ ρ⊗ σ

(9.41)

(xiii) 各対象 ρに対して共役 (conjugate)対象 ρ̄と射 R : i → ρ̄ ⊗ ρ が定まり，R̄ := ε(ρ̄, ρ) ◦ R :

i→ ρ⊗ ρ̄ とおくと，

(R̄∗ ⊗ 1ρ) ◦ (1ρ ⊗R) = 1ρ (9.42)

(R∗ ⊗ 1ρ̄) ◦ (1ρ̄ ⊗ R̄) = 1ρ̄ (9.43)

が成り立つ（共役の存在）．図式では R̄の定義が

i

R
��

R̄

$$I
IIIIIIIII i

ρ̄⊗ ρ
ε(ρ̄,ρ)

// ρ⊗ ρ̄ ρ̄⊗ ρ

R∗

OO

ρ⊗ ρ̄

R̄∗
ddIIIIIIIIII

ε(ρ,ρ̄)
oo

(9.44)

で，共役に対する条件を図式で表すと

ρ⊗ i = ρ

1ρ⊗R
��

1ρ

&&NNNNNNNNNNN i⊗ ρ̄ = ρ̄

ρ⊗ ρ̄⊗ ρ
R̄∗⊗1ρ

// i⊗ ρ = ρ ρ̄⊗ ρ⊗ ρ̄

R∗⊗1ρ̄

OO

ρ̄⊗ i = ρ̄

1ρ̄
ffNNNNNNNNNNN

1ρ̄⊗R̄
oo

(9.45)

以上の条件をすべて満たす圏T をDR圏または共役を持つ対称モノイド C∗圏という．

単一の対象を持つ圏 T が (i)-(iv)の条件を満たすならば T を Banach代数と呼ぶ．単一対象

を持つ圏が (i)-(v)の条件を満たすならばBanach∗代数と呼ぶ．単一対象を持つ圏が (i)-(vi)の条

件を満たすならば C∗代数と呼ぶ．単一対象とは限らない圏が (i), (ii), (viii), (ix)を満たすなら

ばテンソル圏と呼ぶ．

Doplicher-Robertsの双対定理：コンパクト群Gの有限次元ユニタリ表現を対象，intertwiner

を射，エルミート共役を対合，反傾表現を共役としてDR圏Rep(G)を得るRepは反変関手であ
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る．逆に，任意のDR圏T に対してT = Rep(G)となるようなコンパクト群Gが一意的に存在

する．

π

T
��

T

π′

V

~~ ~>
~>
~>
~>

V

   `
 `

 `
 `

Vπ

TV

��

π(g) // Vπ

TV

��

G V
g // V

π
>>

>~
>~

>~
>~

π′    `
 `

 `
 `

Vct

Vπ′
π′(g)

// Vπ′

(9.46)

横糸は群作用，縦糸は intertwiner. DR圏の表現関手 V の自己同形自然変換全体が群Gを再構

成する．

10 量子力学への応用

10.1 量子力学における対称性

対称性，保存則，縮退，ユニタリ表現，特殊関数，簡約（自由度の縮減），射影表現，ユニタ

リ射影表現，群のコホモロジー

10.2 スピノル

10.3 球面調和関数

10.4 Mackey’s imprimitivity system

誘導表現

11 統計力学への応用

11.1 Curieの原理

ピエール・キュリー，線形応答と intertwiner，周波数応答，ラプラス変換とフーリエ変換

11.2 秩序変数

線形応答理論の破綻＝対称性の自発的破れ．それでも相構造は対称性で特徴づけられる．
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12 古典力学への応用

12.1 ハミルトン形式とシンプレクティック構造

可積分系

13 SU(2)のHaar測度を求めよ．規格化もせよ

Hopf bundle: ファイバー束としての構造

S3 ∼= SU(2) ↶ U(1) ∼= S1

↓ ρ
S2

(13.1)

SU(2)の定義と座標：

SU(2) := {g ∈ Mat(2,C) | g†g = gg† = I, det g = 1} ∼= S3 ⊂ R4 (13.2)

g =

(
y0 + iy3 iy1 + y2

iy1 − y2 y0 − iy3

)
det g = (y0)

2 + (y1)
2 + (y2)

2 + (y3)
2 = 1 (13.3)

リー代数 su(2)はユークリッド空間 R3と同一視される：

R3 ∼= su(2), x = (x1, x2, x3) 7→ x̃ = x1σ1 + x2σ2 + x3σ3 (13.4)

Hopf写像：

ρ : SU(2) ∼= S3 → S2 ⊂ su(2), g 7→ gσ3g
† = ñ = n1σ1 + n2σ2 + n3σ3 (13.5)

fiberは ρ−1(σ3) = {e−
1
2
iσ3ψ |ψ ∈ R} ∼= U(1) ∼= S1.

Hopf写像を半径方向に伸ばして拡大Hopf写像を定める：

τ : R4 ⊃ R+ × S3 → R+ × S2 ⊂ R3,

(
√
r, g) 7→ (r, gσ3g

†)

Mat(2,C) ∋ q =
√
rg = q0 + iσkqk 7→ x̃ = qσ3q

† = r gσ3g
† = σkxk ∈ su(2)(

q0 + iq3 iq1 + q2

iq1 − q2 q0 − iq3

)
7→

(
x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

)

q0

q1

q2

q3

 7→

x1x2
x3

 =

 −2q0q2 + 2q1q3

2q0q1 + 2q2q3

q20 − q21 − q22 + q23

 (13.6)

−||x||2 = det x̃ = det(qσ3q
†) = det(σ3) det(q) det(q)

∗ = −(det q)2 = −||q||4 から

r = ||q||2 = ||x|| (13.7)
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また拡大Hopf写像は
x1

x2

x3

0

 =


−q2 q3 −q0 q1

q1 q0 q3 q2

q0 −q1 −q2 q3

q3 q2 −q1 −q0



q0

q1

q2

q3

 =W


q0

q1

q2

q3

 (13.8)

とも書ける．このときW TW = WW T = ||q||2I が成り立つ．スピノルを使って拡大 Hopf写像

を書くこともできる：

τ : C2 → R3,

ψ =

(
q0 + iq3

iq1 − q2

)
7→

x1x2
x3

 =

ψ†σ1ψ

ψ†σ2ψ

ψ†σ3ψ

 (13.9)

Euler angles:

g = e−
i
2
σ3ϕe−

i
2
σ2θe−

i
2
σ3ψ (13.10)

gσ3g
† = σ1 sin θ cosϕ+ σ2 sin θ sinϕ+ σ3 cos θ (13.11)

SU(2)上の座標として単射な領域：0 < θ < π, 0 ≤ ϕ < 2π, 0 ≤ ψ < 4π.

南極点を除いて，あるいは北極点を除いて微分可能な座標：

gN = e−
i
2
σ3ϕe−

i
2
σ2θe+

i
2
σ3ϕe−

i
2
σ3ψ (13.12)

gS = e−
i
2
σ3ϕe−

i
2
σ2θe−

i
2
σ3ϕe−

i
2
σ3ψ (13.13)

Maurer-Cartan 1-form:

g†dg = − i

2

{
σ1 (sinψ dθ − cosψ sin θ dϕ)

+σ2 (cosψ dθ + sinψ sin θ dϕ) + σ3 (dψ + cos θ dϕ)
}

= − i

2

{
σ1α1 + σ2α2 + σ3α3

}
(13.14)

α1

α2

α3

 =

sinψ − cosψ sin θ 0

cosψ sinψ sin θ 0

0 cos θ 1


dθdϕ
dψ

 (13.15)

両側作用に関して不変な 3-form

Trg†dg ∧ g†dg ∧ g†dg =
(
− i

2

)3
× 3!σ1σ2σ3 α1 ∧ α2 ∧ α3

=
i

8
× 6× 2i sin θ dθ ∧ dϕ ∧ dψ

= −3

2
sin θ dθ ∧ dϕ ∧ dψ (13.16)

積分値は ∫
sin θ dθ ∧ dϕ ∧ dψ = 2× 2π × 4π = 16π2 (13.17)
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規格化されたHaar測度

Ω =
1

16π2
sin θ dθ ∧ dϕ ∧ dψ (13.18)

SU(2) ∼= S3上の SU(2)両側作用に関して不変な計量

Tr(g†dg)†(g†dg) =
1

2

{
dθ2 + (sin θ dϕ)2 + (dψ + cos θ dϕ)2

}
(13.19)

座標付けを q =
√
rgもしくは q = q0 + iσkqk ∈ Mat(2,C)として SU(2)左不変形式 q†dqを書き

換える：

q†dq =
1

2
dr + rg†dg

= η0 + iσkηk

= q0 dq0 + q1 dq1 + q2 dq2 + q3 dq3

+iσ1(−q1 dq0 + q0 dq1 − q3 dq2 + q2 dq3)

+iσ2(−q2 dq0 + q3 dq1 + q0 dq2 − q1 dq3)

+iσ3(−q3 dq0 − q2 dq1 + q1 dq2 + q0 dq3) (13.20)
η0

η1

η2

η3

 =


q0 q1 q2 q3

−q1 q0 −q3 q2

−q2 q3 q0 −q1
−q3 −q2 q1 q0



dq0

dq1

dq2

dq3

 = Q


dq0

dq1

dq2

dq3

 (13.21)

最後に現れた行列QはQTQ = QQT = ||q||2 Iを満たす．||q||2 = q20+q
2
1+q

2
2+q

2
3 = det q = 1

2Trq
†q

は SU(2)両側作用で不変．また，(13.14)と (13.20)の rg†dgの式を見比べて

−1

2
rαk = ηk k = 1, 2, 3 (13.22)

(13.21)を逆解きして
dq0

dq1

dq2

dq3

 =
1

||q||2
QT


η0

η1

η2

η3

 =
1

2r


q0 −q1 −q2 −q3
q1 q0 q3 −q2
q2 −q3 q0 q1

q3 q2 −q1 q0




dr

−rα1

−rα2

−rα3



=
1

2r


q0 −q1 −q2 −q3
q1 q0 q3 −q2
q2 −q3 q0 q1

q3 q2 −q1 q0



1 0 0 0

0 −r sinψ r cosψ sin θ 0

0 −r cosψ −r sinψ sin θ 0

0 0 −r cos θ −r



dr

dθ

dϕ

dψ

(13.23)
Q = R4 − {0} = R+ × S3上の計量

gQ := 2Tr(q†dq)†(q†dq)

= 2
{1
2
dr2 + r2Tr(g†dg)†(g†dg)

}
= dr2 + r2

(
dθ2 + (sin θ dϕ)2 + (dψ + cos θ dϕ)2

)
= 4||q||2(dq20 + dq21 + dq22 + dq23) (13.24)

24



を定めると，これは SU(2)の両側作用で不変だが，並進群R4の作用では不変ではないことに注

意．また，X := Q/U(1) = R+ × S2 = R3 − {0}上の計量

gX :=
1

2
Trdx̃dx̃ = dr2 + r2

(
dθ2 + (sin θ dϕ)2

)
= dx21 + dx22 + dx23 (13.25)

を定めると，これは 3次元ユークリッド群 R3 ⋊ SU(2)の作用で不変．(13.6)の τ : Q → X は

リーマン沈め込みになっている．また，gQが定める体積形式は

VolQ = (2||q||)4dq0 ∧ dq1 ∧ dq2 ∧ dq3 = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ rdψ (13.26)

である．この表式から

dq0 ∧ dq1 ∧ dq2 ∧ dq3 =
1

16r
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dψ (13.27)

という関係を得る．

TQの水平成分，垂直成分はおのおの

(TQ)H = span
{ ∂

∂r
,
1

r

∂

∂θ
,

1

r sin θ

( ∂
∂ϕ

− cos θ
∂

∂ψ

)}
(13.28)

(TQ)V = span
{ ∂

∂ψ

}
(13.29)

これと双対に，T ∗Qの水平成分，垂直成分はおのおの

(T ∗Q)H = span
{
dr, r dθ, r sin θ dϕ

}
(13.30)

(T ∗Q)V = span
{
r(dψ + cos θ dϕ)

}
(13.31)

14 左不変測度と右不変測度が一致しない例．モジュラー関数

山内・杉浦 p.64 の例：三角行列の群

G =

{(
x y

0 z

)
; x, y, z ∈ R, x > 0, z > 0

}
(14.1)

左作用で (
a b

0 c

)(
x y

0 z

)
=

(
x′ y′

0 z′

)
(14.2)

x′ = ax, y′ = ay + bz, z′ = cz (14.3)

となり，

dx′ ∧ dy′ ∧ dz′ = a dx ∧ (a dy + b dz) ∧ c dz

= a2c dx ∧ dy ∧ dz

=
x′2z′

x2z
dx ∧ dy ∧ dz (14.4)

となるので，

ωL =
1

x′2z′
dx′ ∧ dy′ ∧ dz′ = 1

x2z
dx ∧ dy ∧ dz (14.5)
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は左不変測度．

右作用で (
x y

0 z

)(
a b

0 c

)
=

(
x′ y′

0 z′

)
(14.6)

x′ = ax, y′ = bx+ cy, z′ = cz (14.7)

となり，

dx′ ∧ dy′ ∧ dz′ = a dx ∧ (b dx+ c dy) ∧ c dz

= ac2 dx ∧ dy ∧ dz

=
x′z′2

xz2
dx ∧ dy ∧ dz (14.8)

となるので，

ωR =
1

x′z′2
dx′ ∧ dy′ ∧ dz′ = 1

xz2
dx ∧ dy ∧ dz (14.9)

は右不変測度．

ωL =
xz2

x2z
ωR =

z

x
ωR (14.10)

なので，右変換を施すと

R∗
gωL =

cz

ax
ωR =

c

a
ωL (14.11)

となり，モジュラー関数は

∆(g) =
c

a
(14.12)

であることがわかる．

小林・大島 p.84 の例：1次元アファイン変換群

G =

{(
x y

0 1

)
; x, y, z ∈ R, x ̸= 0

}
(14.13)
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