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私の専門分野 
理論物理，とくに 
• 量子基礎論 
• 力学系理論（量子も古典も） 
• 微分幾何学の物理への応用 
• 量子情報も研究していたが最近は開店休業状態 
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弱値 weak value 
• 1988年に Aharonov, Albert, 

Vaidman が提唱した量子力学
中の概念． 

• 弱測定 weak measurement 
で測られる値だから weak 
value と名付けられた． 

• 意味的には「事後条件付き期待
値」「未来から過去にさかの
ぼって定められる期待値」と呼
んだ方がよい． https://history.aip.org/phn/

11408012.html 

Yakir Aharonov 

https://history.aip.org/phn/11408012.html


物理量と値を区別しよう 
• 物理量 observable 

–和・差・積・スカラー倍の演算ができる 
–測れば値を出力する 

• 𝐿1 + 𝐿2 = 𝐿3 

• 𝐿 = 2𝜋𝑟2,  𝑆 = 𝜋𝑟2,  𝑆 = 1
2
𝑎𝑎 

• 𝐸 = 𝑚𝑐2,  𝐸 = 1
2
𝑚𝑣2 + 1

2
𝑘𝑥2 + 𝑚𝑚𝑚 

• 𝐻 = 1
2𝑚

𝑝2 + 1
2
𝑘𝑞2 

• 𝑆𝑛 = 𝑆𝑥 + 𝑆𝑦 
 



物理量と値を区別しよう 
• 値 value 
単位系を定めれば実数値になるもの． 

• 𝜀 𝑀 = 55 kg （𝜀：evaluation map） 
• 𝑀 = 55 kg と書いてもよい． 
• でも気持ち的には 𝑀 → 55 kg あるいは 
𝑀 ← 55 kg 

• 𝜀 𝐿 = 1.67 m 



物理量や値ではない例 
• 「辛さ」 
「中辛」＋「辛口」＝「激辛」という和が意味
を持たない． 
 
 
 + = 

? 

イラスト素材 https://kohacu.com/20180301post-16064 



量子論の微妙さ 
（物理量の和）の値 ＝（物理量の値）の和 
は成り立たない． 

• 𝐻 = 1
2𝑚

𝑝2 + 1
2
𝑘𝑞2 

–運動量 𝑝 を測れば −∞ ≤ 𝑝 ≤ ∞ の連続値 
–位置 𝑞 を測れば −∞ ≤ 𝑞 ≤ ∞ の連続値 

–だけど 𝐻 を測れば ℏ𝜔 𝑛 + 1
2

 の離散値 

• 𝑆𝑛 = 𝑆𝑥 + 𝑆𝑦 
– 𝑆𝑥, 𝑆𝑦を別々に測れば値はそれぞれ ±1 
– 𝑆𝑛を測れば値は ± 2 



量子論における三種の値 
1. 固有値 eigenvalue 

𝐴̂|𝜑𝑖⟩ = 𝑎𝑖|𝜑𝑖⟩ 
• 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3,⋯  スペクトル値ともいう 
• 一回一回の測定で得られる値 

2. 期待値 expectation value 
𝐴̂ 𝜓 = 𝜀𝜓 𝐴̂ = 𝜓 𝐴̂ 𝜓  

• 統計的平均値 
3. 弱値 weak value 

𝑤 𝐴̂ =
𝜓fin 𝐴̂ 𝜓ini
𝜓fin 𝜓ini

 



弱値の定義式 
弱値 weak value 

𝑤 𝐴̂ =
𝜓fin 𝐴̂ 𝜓ini
𝜓fin 𝜓ini

 

もちろん一番気になることは，どうやって
こんなものを実測するかということでしょ
うけれど，まずは数学的性質を調べましょ
う． 



弱値の性質 
弱値 weak value 

𝑤 𝐴̂ =
𝜓fin 𝐴̂ 𝜓ini
𝜓fin 𝜓ini

 

1. 一般に複素数値である（実部と虚部が別々
に測れる）． 

2. 状態ベクトルの位相変換|𝜓𝑎⟩ → 𝑒𝑖𝜃𝑎|𝜓𝑎⟩のもとで不変 
3. 𝐴̂の最大固有値𝑎maxと最小固有値𝑎minがあっても 

𝑎min ≤ Re 𝑤 𝐴̂ ≤ 𝑎max 
 は一般には成り立たない 



弱値の計算例 
スピン 1

2
（2状態系） 𝜓⟩ = 𝑐1 ↑⟩ + 𝑐2|↓⟩ 

|𝜓ini⟩ = |↑⟩   
|𝜓fin⟩ = 𝜀|↑⟩ + 1 − 𝜀2|↓⟩ (|𝜀| ≪ 1) 

𝜎�𝑥 = 0 1
1 0 ,　𝜎�𝑦 = 0 −𝑖

𝑖 0  

𝑤 𝜎�𝑥 =
𝜓fin 𝜎�𝑥 𝜓ini
𝜓fin 𝜓ini

=
1 − 𝜀2

𝜀
→ ±∞ 
𝜀 → ±0  

|𝜓ini⟩ 

|𝜓fin⟩ 

𝜀 > 0 𝜀 < 0 

𝑥 

𝑧 



ふつうの期待値の性質 
𝐴̂の最大固有値𝑎maxと最小固有値𝑎minがあれば 

𝑎min ≤ 𝐴̂ ≤ 𝑎max 
が成り立つ． 
なぜなら 

𝑎min ≤ 𝑎𝑖 ≤ 𝑎max 
確率𝑝𝑖は 0 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 1, ∑ 𝑝𝑖 = 1𝑖 を満たすので， 

𝑝𝑖𝑎min ≤ 𝑝𝑖𝑎𝑖 ≤ 𝑝𝑖𝑎max 

�𝑝𝑖𝑎min
𝑖

≤�𝑝𝑖𝑎𝑖
𝑖

≤�𝑝𝑖𝑎max
𝑖

 



弱値の確率解釈 
弱値を確率解釈するなら， 

𝑤 𝐴̂ =
𝜓fin 𝐴̂ 𝜓ini
𝜓fin 𝜓ini

= �𝑝𝑖𝑎𝑖
𝑖

 

にあてはまる確率𝑝𝑖は 0 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 1, ∑ 𝑝𝑖 = 1𝑖 を満
たさないものでなくてはならない．しかし， 

𝑤 1� =
𝜓fin 1� 𝜓ini
𝜓fin 𝜓ini

= 1 = �𝑝𝑖
𝑖

 

は成立するので，放棄すべきは 0 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 1 



弱値の測定モデル 
測定される系 |𝜓⟩ ∈ ℌ, 𝐴̂, 𝐵� 
測定器 |𝜆⟩ ∈ ℒ, 𝑀�  (meter observable) 
複合系の状態  |𝜓⟩⨂|𝜆⟩ ∈ ℌ⨂ℒ 
相互作用 |𝜓⟩⨂|𝜆⟩ ↦ 𝑈�|𝜓⟩⨂|𝜆⟩ 
𝐴̂ の値を知りたくて 𝑀� の値を読み取る． 
初期状態|𝜓ini⟩だけでなく，終状態|𝜓fin⟩も指
定して 𝑀� の条件付き期待値を求める． 
結合定数 𝑔 → 0 の極限で𝑀� の読み取り値が
弱値に近づく．（詳しくは配布ノート参照） 



確率の諸概念 
確率変数 𝐴 が値 𝑎 をとる確率 𝑃𝐴 𝑎  
結合確率 (joint probability)  𝑃𝐴𝐵 𝑎, 𝑏  

条件付き確率(conditional probability) 𝑃𝐵|𝐴 𝑏|𝑎  

𝑃𝐵|𝐴 𝑏|𝑎  𝑃𝐴 𝑎 = 𝑃𝐴𝐴 𝑎, 𝑏  
𝑃𝐴 𝑎 ≠ 0 ならば， 

𝑃𝐵|𝐴 𝑏|𝑎  =
𝑃𝐴𝐴 𝑎, 𝑏
𝑃𝐴 𝑎

 



ついでに，ベイズの定理  

𝑃𝐴|𝐵 𝑎|𝑏  =
𝑃𝐴𝐴 𝑎, 𝑏
𝑃𝐵 𝑏

=
𝑃𝐵|𝐴 𝑏|𝑎 𝑃𝐴 𝑎

𝑃𝐵 𝑏
 

確率値𝑃𝐴 𝑎 を予測して
いたときに，𝐵 = 𝑏 を
観察することによって
確率値を更新するため
の公式． 

Thomas Bayes 1701-1761 

https://en.wikipedia.org/wiki/Thomas_Bayes 

https://en.wikipedia.org/wiki/Thomas_Bayes


ベイズの定理（Yes/No，排他的事象型） 

• 原因となり得る排他的事象 𝐴1, 𝐴2,⋯ , 𝐴𝑛  
• 結果として起こり得る事象 𝑀 
• 𝑀が起こった．さて，その原因が𝐴𝑖である
確率は？ 
 

  

𝑀の観察・読み取りによって確率が更新される． 

ベイズ推論は，それ自体面白いので，少し寄り道しよう 

𝑃 𝐴𝑖|𝑀 =
𝑃 𝑀|𝐴𝑖 𝑃 𝐴𝑖

∑ 𝑃 𝑀|𝐴𝑗 𝑃 𝐴𝑗𝑗
 

事前確率 𝑃 𝐴𝑖 → 事後確率 𝑃 𝐴𝑖|𝑀  



ベイズの定理の証明 
結合確率と条件付き確率の関係式 
𝑃 𝐴𝑖 ∧ 𝑀 = 𝑃 𝐴𝑖|𝑀 𝑃 𝑀 = 𝑃 𝑀|𝐴𝑖 𝑃 𝐴𝑖  

�𝑃 𝐴𝑖 ∧ 𝑀
𝑖

= 𝑃 𝑀 = �𝑃 𝑀|𝐴𝑖 𝑃 𝐴𝑖
𝑖

 

∴ 𝑃 𝐴𝑖|𝑀 =
𝑃 𝐴𝑖 ∧ 𝑀
𝑃 𝑀

=
𝑃 𝑀|𝐴𝑖 𝑃 𝐴𝑖

∑ 𝑃 𝑀|𝐴𝑗 𝑃 𝐴𝑗𝑗
 

証明は，普通の確率論・形式論． 
証明自体にベイズ主義が必要なわけではない． 

 



ベイズの定理の適用例 
• 事前確率 𝑃 がん = 1

10
,  𝑃 がんじゃない = 9

10
 

• 観測による追加情報：がん診断のマーカーが基準値を超
えている＝陽性． 

 
 
 
• 事後確率（マーカーの観測によって更新された確率） 

 

𝑃 陽性 がん =
9

10
 

𝑃 陰性 がん =
1

10
 

𝑃 陽性 がんじゃない =
11
90

 

𝑃 陰性 がんじゃない =
79
90

 

𝑃 がん 陽性 =
9

10 × 1
10

9
10 × 1

10 + 11
90 × 9

10
=

9
20

 

𝑃 がんじゃない 陽性 =
11
20

 
陽性と出たことにより，がんの確率
は高まるが，がんじゃない確率の方
がまだ高い． 



こう考えれば当たり前 

ベイズの公式は，条件付き確率の再規格化に他ならない． 

𝑃 がんじゃない =
9

10 =
90

100 

𝑃 がん =
1

10
=

10
100

 
𝑃 陽性 がん =

9
10

 

𝑃 陽性 がんじゃない

=
11
90 

𝑃 陰性 がん =
1

10
 

𝑃 陰性 がんじゃない =
79
90 

𝑃 がん 陽性 =
9

9 + 11
=

9
20

 

90 

10 

1 9 

79 

11 



弱値の測定例：偏光と複屈折 
光の正体は電磁波 
電場 E と 磁場 B と 進行方向 ｋ  

E 

B 
k 



電磁波は横波 
振動方向にはバリエーションがある． 

E 



偏光 
特定の方向の振動電場を持つ光を「偏った
光」あるいは「偏光」と言う． 

E 



偏っていない光 
太陽や電球から出て来る光には、いろいろ
な偏光が混じっている． 



偏光フィルター 
特定方向の偏光のみを通過させる． 



偏光フィルター 
偏光板は，特定の方向性（通過を許容する
偏光軸）を持っている． 



偏光フィルターを重ねる 
偏光軸が垂直な偏光板を重ねると，光は
まったく通らない． 



偏光フィルターを重ねる 
偏光軸が垂直な偏光板を重ねると，光は
まったく通らない． 

写真はすべて谷村撮影 



偏光の応用 
• 液晶ディスプレイから出る光は偏光． 
• 偏光フィルターを電気的にオンオフすることによって画
像を作っている． 

 



偏光の応用 
サングラスが偏光フィルターになっている（何のため？） 



複屈折 
方解石（炭酸カルシウムの結晶） 



複屈折 
偏光フィルターを通して見る． 



複屈折 
方解石は偏光方向によって屈折率が異なり，
光を２成分に分ける． 

水・ガラスなど 

空気 

方解石 

光 



複屈折を利用した弱値の実現 
1) 偏光フィルターのセッティング 

1枚目のフィルターは角度0° 

2枚目のフィルターは角度89° 

理論：Duck, Stevenson, Sudarshan: Phys. Rev. D (1989) 
実験：Ritchie, Story, G. Hulet: Phys. Rev. Lett. (1991) 

https://journals.aps.org/prd/abstract/10.1103/PhysRevD.40.2112
https://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.66.1107


複屈折を利用した弱値の実現 
2) 方解石のセッティング 

45°偏光なら上に1mmずれる 

135°偏光なら上に1mmずれる 



複屈折を利用した弱値の実現 
3) 重ねる（ほとんど光が通らない条件で複屈折
を見る） 

初期状態を定める 
フィルターは角度0° 終状態を定める 

フィルターは角度89° 

中間状態を分離する方解石
の軸は角度45°と135° 大きな屈折（10mmかも）

が観測される！ 



弱値の増幅効果 
弱値 weak value 

𝑤 𝐴̂ =
𝜓fin 𝐴̂ 𝜓ini
𝜓fin 𝜓ini

 

分母が小さい（初期状態から終状態への遷
移確率が小さい）ときに，初期・終状態を
定める物理量と同時対角化できないような
物理量（非対角行列成分を持つ物理量）を
測ると，大きな弱値が観測される． 



まとめ（1/2） 

• 弱値は，物理量の非対角行列成分に比例
する数量である． 

• 互いに直交しない基底に対して順次射影
するときに弱値は顕在化する． 

• 弱値を「期待値」として解釈しようとす
ると負の確率を認めざるを得ない． 

• 同時対角化する基底がない＝非可換性 



まとめ（2/2） 

• 非可換性＝量子性 
• エネルギーの量子化も，不確定性関係も，
干渉効果も，ベルの不等式の破れも，量
子ゆらぎも，弱値も，みんな元凶（？）
は非可換性． 

• 素粒子の振動現象も mass matrix と
coupling matrix が非可換で同時対角化で
きないところから来ている． 

• 非可換代数が本質的（代数的量子論をや
るといいよ！） 



Thank you for your attention 
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2019年 7月 23日

量子論の弱値と負の確率

谷村 省吾

名古屋大学大学院情報学研究科

新潟大学セミナー資料として．

1 弱値の導出

対象系（被測定系）の状態ベクトル |ψ⟩ ∈ Hと測定系（測定器）の状態ベクトル |λ⟩ ∈ L

のテンソル積によって複合系の初期状態

|Φini⟩ = |ψ⟩ ⊗ |λ⟩ (1.1)

を定める．A, BはHの上の自己共役演算子，M はLの上の自己共役演算子とし，それらの

スペクトル分解を

A =
∑
ν

aν ΠA(aν) (1.2)

B =
∑
ν

bν ΠB(bν) (1.3)

M =
∑
ν

mν ΠM (mν) (1.4)

(1.5)

と書く．とくに初期状態 |ψ⟩はBの固有状態にとる．複合系の相互作用時間発展ユニタリ演

算子 U をかけて，結合確率を求める：

P (b,m) = ⟨Φini|U †
(
ΠB(b)⊗ΠM (m)

)
U |Φini⟩ (1.6)

B = bという条件の下でM = mを得る確率

P (m|b) = P (b,m)

P (b)
=

⟨Φini|U †
(
ΠB(b)⊗ΠM (m)

)
U |Φini⟩

⟨Φini|U †
(
ΠB(b)⊗ 1

)
U |Φini⟩

(1.7)

とM の条件付き期待値

E(M |b) =
∑
m

mP (m|b) =
⟨Φini|U †

(
ΠB(b)⊗

∑
mmΠM (m)

)
U |Φini⟩

⟨Φini|U †
(
ΠB(b)⊗ 1

)
U |Φini⟩

=
⟨Φini|U †

(
ΠB(b)⊗M

)
U |Φini⟩

⟨Φini|U †
(
ΠB(b)⊗ 1

)
U |Φini⟩

(1.8)

1



さらに結合定数 gを導入．演算子Uは実数パラメータ gの関数Ugになっているとする．g = 0

のとき Ug = 1とする．具体的には

Ug = exp
(
− ig

ℏ
A⊗ P

)
(1.9)

とする．ここで P はM に対する共役運動量であり，

[M,P ] = iℏ1 (1.10)

を満たす．このとき

U †
gMUg =M + gA (1.11)

が成り立つ．つまり結合定数と Aの値に比例してメーターM の読み取り値がシフトする．

ここで，弱結合の仮定 g ≈ 0を仮定する：

Ug ≈ 1− ig

ℏ
A⊗ P (1.12)

が成り立つ．このとき，

U †
(
ΠB(b)⊗M

)
U

≈ ΠB(b)⊗M

− ig
ℏ

(
ΠB(b)⊗M

)
A⊗ P +

ig

ℏ
A⊗ P

(
ΠB(b)⊗M

)
= ΠB(b)⊗M

− ig
ℏ

(
ΠB(b)A⊗MP −AΠB(b)⊗ PM

)
= ΠB(b)⊗M

− ig

2ℏ

(
(ΠB(b)A+AΠB(b))⊗ (MP − PM) + (ΠB(b)A−AΠB(b))⊗ (MP + PM)

)
= ΠB(b)⊗M

+
g

2
(ΠB(b)A+AΠB(b))−

ig

2ℏ
(ΠB(b)A−AΠB(b))⊗ (MP + PM) (1.13)

なので，

⟨Φini|U †
(
ΠB(b)⊗M

)
U |Φini⟩

≈ ⟨ψ|ΠB(b)|ψ⟩ ⟨λ|M |λ⟩

+
g

2
⟨ψ|(ΠB(b)A+AΠB(b))|ψ⟩ ⟨λ|λ⟩

− ig

2ℏ
⟨ψ|(ΠB(b)A−AΠB(b))|ψ⟩ ⟨λ|(MP + PM)|λ⟩ (1.14)

となる．第 1項は相互作用に無関係に初期状態だけで決まる値である．第 2項は，対象系の

状態と演算子だけで決まる数であり，

⟨ψ|ΠB(b)A|ψ⟩ (1.15)
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は実数だったと仮定する（簡単な場合のみを扱うための仮定）．そうすると ⟨ψ|AΠB(b)|ψ⟩ =
⟨ψ|ΠB(b)A|ψ⟩∗ = ⟨ψ|ΠB(b)A|ψ⟩ であり，(1.14)の第 3項は消える．

以上の計算より，M の条件付き期待値 (1.8)は弱測定の極限で

E(M |b) ≈ ⟨λ|M |λ⟩+ g

2

⟨ψ|(ΠB(b)A+AΠB(b))|ψ⟩
⟨ψ|ΠB(b)|ψ⟩

(1.16)

となる．とくにB = bの固有値が縮退がなければ，

ΠB(b) = |ψfin⟩⟨ψfin| (1.17)

と書けて，(1.16)は

E(M |b) ≈ ⟨λ|M |λ⟩+ g

2

⟨ψ|ψfin⟩ ⟨ψfin|A|ψ⟩+ ⟨ψ|A|ψfin⟩ ⟨ψfin|ψ⟩
⟨ψ|ψfin⟩ ⟨ψfin|ψ⟩

= ⟨λ|M |λ⟩+ g

2

{⟨ψfin|A|ψ⟩
⟨ψfin|ψ⟩

+
⟨ψ|A|ψfin⟩
⟨ψ|ψfin⟩

}
= ⟨λ|M |λ⟩+ g

⟨ψfin|A|ψ⟩
⟨ψfin|ψ⟩

(1.18)

となる．つまり，g → 0の極限で測定メーターの読み取り値のシフトは弱値に等しい．

2 負の確率の弱値解釈

この部分は日経サイエンス記事の補足解説のコピペである [1]．

量子論の枠組みの中で，結合確率と条件付き確率の定義を述べよう。n個の物理量A(1), · · · ,
A(n)があるとする。いずれも離散スペクトルを持つとし，それぞれのスペクトル分解を

A(i) =
∑
ν

a(i)ν Π(i)
ν (2.1)

とする。ここでΠ
(i)
ν は A(i)の固有値 a

(i)
ν に属する固有空間への射影演算子である。ν ̸= ν ′

ならば a
(i)
ν ̸= a

(i)
ν′ である。ヒルベルト空間の任意の単位ベクトル |ψ⟩に対して “結合確率”

(joint probability)

P (a(1)ν1 , · · · , a
(n)
νn ) := ⟨ψ|Π(n)

νn · · ·Π(1)
ν1 |ψ⟩ (2.2)

を定義する。一般に，これは負の実数になることもあるし，実数ではない複素数になるかも

しれない。ただ，P (a(1)ν1 , · · · , a
(n)
νn ) の絶対値は 0以上 1以下であることは証明できる。また，∑

ν1

· · ·
∑
νn

P (a(1)ν1 , · · · , a
(n)
νn ) = 1 (2.3)

は成り立つし，番号 iと νiを固定して，他の番号 νj についてはすべての固有値にわたる和

をとれば∑
ν1

· · ·
∑
νi−1

∑
νi+1

· · ·
∑
νn

P (a(1)ν1 , · · · , a
(i−1)
νi−1

, a(i)νi , a
(i+1)
νi+1

, · · · , a(n)νn ) = ⟨ψ|Π(i)
νi |ψ⟩ =: P (a(i)νi )(2.4)
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が成立する。P (a(i)νi )は 0以上 1以下の実数であり，通常の量子論の解釈によれば，「物理量

A(i)の値が a
(i)
νi である確率」と解釈されるものである。そこで，(2.2)のP (a

(1)
ν1 , · · · , a

(n)
νn ) を

形式的に「A(1)の値が a
(1)
ν1 であり，かつ，A

(2)の値が a
(2)
ν2 であり，かつ，…，A

(n)の値が

a
(n)
νn である確率」と解釈することにする。一般に P (a

(1)
ν1 , · · · , a

(n)
νn ) は負の実数であったり非

実数であったりするので，これを頻度と解釈するのは無理がある。しかも P (a
(1)
ν1 , · · · , a

(n)
νn )

の値は物理量A(1), A(2), · · · , A(n)を並べる順序に依存する。それでも規格化条件 (2.3)と周

辺確率 (marginal probability)の公式 (2.4)は正しく満たしているので，P (a(1)ν1 , · · · , a
(n)
νn ) を

クォーテーションマーク付きの “結合確率”と呼ぶ。

規格化条件 (2.3)と周辺確率の公式 (2.4)を満たす「結合確率もどき」は，擬確率 (pseudo-

probability)とも呼ばれる。規格化条件と周辺確率の公式を満たす擬確率は一意的ではな

い。擬確率の構成と分類に関しては李・筒井が詳しく研究している [5]。また，2個のスピ

ン（2-qubit system）に対しては，ベルの不等式が成立することは，非負の擬確率が存在す

るための必要十分条件であることを Fineが示している [6]。つまり，ベルの不等式が破れる

ときは，必ず負の擬確率が発生しているのである。

番号 iを固定して，P (a(1)ν1 , · · · , a
(i−1)
νi−1 , a

(i+1)
νi+1 , · · · , a

(n)
νn ) := ⟨ψ|Π(n)

νn · · ·Π(i+1)
νi+1 Π

(i−1)
νi−1 · · ·Π(1)

ν1

|ψ⟩ ̸= 0のとき

P (a(i)νi | a(1)ν1 , · · · , a
(i−1)
νi−1

, a(i+1)
νi+1

, · · · , a(n)νn ) :=
P (a

(1)
ν1 , · · · , a

(i−1)
νi−1 , a

(i)
νi , a

(i+1)
νi+1 , · · · , a

(n)
νn )

P (a
(1)
ν1 , · · · , a

(i−1)
νi−1 , a

(i+1)
νi+1 , · · · , a

(n)
νn )

(2.5)

を形式的な “条件付き確率” (conditional probability) と呼ぶ。これは負実数かもしれない

し，非実数かもしれないし，絶対値は 1よりも大きいかもしれない。あまりにも形式的な

ので，解釈を言うのはナンセンスかもしれないが，P (a(i)νi | a(1)ν1 , · · · , a
(i−1)
νi−1 , a

(i+1)
νi+1 , · · · , a

(n)
νn )

は，「A(1)の値が a
(1)
ν1 であり，かつ，…，A

(i−1)の値が a
(i−1)
νi−1 であり，かつ，A

(i+1)の値が

a
(i+1)
νi+1 であり，かつ，…，A

(n)の値が a
(n)
νn であるという条件のもとで，A

(i)の値が a
(i)
νi であ

る確率」を表していると考える。変数が多すぎるとわかりにくいかもしれないので，物理量

が 2種だけの場合の “条件付き確率” P (a
(2)
ν2 | a(1)ν1 ) の定義式を

P (a(2)ν2 | a(1)ν1 )P (a
(1)
ν1 ) = P (a(1)ν1 , a

(2)
ν2 ) (2.6)

と書くと，意味がとりやすいのではないだろうか。この式の左辺は，まず物理量A(1)を測っ

てその値が a
(1)
ν1 となって，さらに物理量A(2)を測ってその値が a

(2)
ν2 となる確率と解釈でき

る。式 (2.6)の右辺は，物理量 A(1)の値が a
(1)
ν1 かつ A(2)の値が a

(2)
ν2 となる確率と解釈でき

る。また，

P (a(1)ν1 | a(2)ν2 )P (a
(2)
ν2 ) = P (a(1)ν1 , a

(2)
ν2 ) (2.7)

も成り立つ。(2.6)で定められる P (a
(2)
ν2 | a(1)ν1 ) を前件で条件付けられた確率といい，(2.7)で

定められる P (a
(1)
ν1 | a(2)ν2 ) を後件で条件付けられた確率という。

ちなみに

P (a(1)ν1 , a
(2)
ν2 ) = P (a(1)ν1 )P (a

(2)
ν2 ) (2.8)
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が A(1), A(2)のすべての固有値について成り立つことを，状態 |ψ⟩において A(1)と A(2)が

独立 (independent)であるという。独立であるための必要十分条件は

P (a(2)ν2 | a(1)ν1 ) = P (a(2)ν2 ) (2.9)

である。こうなっていれば，A(1)の値とA(2)の値はまったく無関係であると言える。

とくに番号 iの前後の射影演算子Π
(i−1)
νi−1 とΠ

(i+1)
νi+1 の像が 1次元であると仮定する。この

とき，

Π(i−1)
νi−1

= |ξi−1⟩⟨ξi−1|, Π(i+1)
νi+1

= |ξi+1⟩⟨ξi+1| (2.10)

と書くことができて，

P (a(1)ν1 , · · · , a
(i−1)
νi−1

, a(i)νi , a
(i+1)
νi+1

, · · · , a(n)νn )

= ⟨ψ|Π(n)
νn · · ·Π(i+1)

νi+1
Π(i)

νi Π
(i−1)
νi−1

· · ·Π(1)
ν1 |ψ⟩

= ⟨ψ|Π(n)
νn · · ·Π(i+2)

νi+2
|ξi+1⟩⟨ξi+1|Π(i)

νi |ξi−1⟩⟨ξi−1|Π(i−2)
νi−2

· · ·Π(1)
ν1 |ψ⟩ (2.11)

および

P (a(1)ν1 , · · · , a
(i−1)
νi−1

, a(i+1)
νi+1

, · · · , a(n)νn )

= ⟨ψ|Π(n)
νn · · ·Π(i+1)

νi+1
Π(i−1)

νi−1
· · ·Π(1)

ν1 |ψ⟩

= ⟨ψ|Π(n)
νn · · ·Π(i+2)

νi+2
|ξi+1⟩⟨ξi+1|ξi−1⟩⟨ξi−1|Π(i−2)

νi−2
· · ·Π(1)

ν1 |ψ⟩ (2.12)

が成り立つので，(2.5)は

P (a(i)νi | a(1)ν1 , · · · , a
(i−1)
νi−1

, a(i+1)
νi+1

, · · · , a(n)νn ) =
⟨ξi+1|Π(i)

νi |ξi−1⟩
⟨ξi+1|ξi−1⟩

(2.13)

に等しい。物理量A(i)の “条件付き期待値” (conditional expected value)を

E(A(i) | a(1)ν1 , · · · , a
(i−1)
νi−1

, a(i+1)
νi+1

, · · · , a(n)νn )

:=
∑
νi

a(i)νi P (a
(i)
νi | a(1)ν1 , · · · , a

(i−1)
νi−1

, a(i+1)
νi+1

, · · · , a(n)νn ) (2.14)

で定めれば，

E(A(i) | a(1)ν1 , · · · , a
(i−1)
νi−1

, a(i+1)
νi+1

, · · · , a(n)νn ) =
⟨ξi+1|A(i)|ξi−1⟩
⟨ξi+1|ξi−1⟩

(2.15)

が成り立つ。とくに 2つの物理量A(1), A(2)についての “結合確率” ⟨ψ|Π(2)
ν2 Π

(1)
ν1 |ψ⟩ におけ

るΠ
(2)
ν2 が 1次元射影演算子Π

(2)
ν2 = |ξ⟩⟨ξ| であれば，後件で条件付けられた確率は

P (a(1)ν1 | a(2)ν2 ) =
⟨ψ|Π(2)

ν2 Π
(1)
ν1 |ψ⟩

⟨ψ|Π(2)
ν2 |ψ⟩

=
⟨ψ|ξ⟩⟨ξ|Π(1)

ν1 |ψ⟩
⟨ψ|ξ⟩⟨ξ|ψ⟩

=
⟨ξ|Π(1)

ν1 |ψ⟩
⟨ξ|ψ⟩

(2.16)
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となる。この数値は「始状態が |ψ⟩であり終状態が |ξ⟩であるという条件のもとで，始状態
から終状態に至る途中で A(1)の値が a

(1)
ν1 である確率」であると解釈される。この確率によ

るA(1)の期待値は

E(A(1) | a(2)ν2 ) :=
∑
ν1

a(1)ν1 P (a
(1)
ν1 | a(2)ν2 ) =

⟨ξ|A(1)|ψ⟩
⟨ξ|ψ⟩

(2.17)

これはアハラノフ・アルバート・ヴェイドマン [7, 8, 9] によって弱値と名付けられた数量

である。深く考えずに解釈すれば，E(A(1) | a(2)ν2 )は「始状態 |ψ⟩と終状態 |ξ⟩を指定した
条件のもとで，始状態から終状態に至る途中でのA(1)の期待値」ということになる。問題

は，このような数量を実測できるか，ということなのだが，アハラノフたちは弱測定 (weak

measurement)という方法を提案して，(2.17)の値を測定できることを示した。

それと，もう一つコメントすると，結合確率が負になることはパンチャラトナムの位相

(Pancharatnam’s phase) の一種として理解することもできる。（Π(i)
νi = |ξi⟩⟨ξi|と書ける場

合，）一つの物理量A(2)の値の確率分布

P (a(2)ν2 ) = ⟨ψ|Π(2)
ν2 |ψ⟩ = ⟨ψ|ξ2⟩⟨ξ2|ψ⟩ =

∣∣∣⟨ξ2|ψ⟩∣∣∣2 (2.18)

はつねに非負実数値であるが，二つの物理量A(1), A(2)の値についての “結合確率”は

P (a(1)ν1 , a
(2)
ν2 ) = ⟨ψ|Π(2)

ν2 Π
(1)
ν1 |ψ⟩ = ⟨ψ|ξ2⟩⟨ξ2|ξ1⟩⟨ξ1|ψ⟩ = Tr

(
Π(2)

ν2 Π
(1)
ν1 |ψ⟩⟨ψ|

)
= reiθ (2.19)

となる。これは一般に複素数値であり，その位相 θはパンチャラトナムの位相 [10, 11, 12, 13]

と呼ばれる。

擬確率が負になったり，弱値が固有値よりも大きな値になったりすることは，以下のよう

に幾何学的に理解できる。図形的には (2.18)は図 1(a)のように表現できる。ヒルベルト空

間の単位ベクトル |ψ⟩が与えられたとき，そのスカラー倍が張る 1次元部分空間を射線 (ray)

と呼ぶ。(2.18)の中の |ξ2⟩⟨ξ2|ψ⟩ は，ベクトル |ψ⟩を |ξ2⟩の射線に射影したベクトルになっ
ている。これを再び |ψ⟩の射線に射影すると，|ψ⟩⟨ψ|ξ2⟩⟨ξ2|ψ⟩ となり，このベクトルは，必
ず元のベクトル |ψ⟩と同じ向きを向いており，その長さが確率 (2.18)に等しい。

同様に (2.19) も図 1(b)，(c) のように表現できる。ベクトル |ψ⟩ を，まず |ξ1⟩ の射線
に射影する。次に |ξ2⟩ の射線に射影し，もう一度 |ψ⟩ の射線に射影してできるベクトル
|ψ⟩⟨ψ|ξ2⟩⟨ξ2|ξ1⟩⟨ξ1|ψ⟩ の |ψ⟩ に対する比が擬確率 (2.19) に等しい。図 1(b) と (c) とでは

|ξ1⟩の選び方が異なっている。図 1(c)のように，最後の射影で作られたベクトルが元のベク

トル |ψ⟩の逆方向を向いていれば (2.19)の値は負になる。この図から，互いに直交していな

い射線が 3本以上あれば，擬確率は負になりうることがわかる。一般に，可換な物理量演算

子の固有ベクトル空間は一致するか直交するかのどちらかであるから，同時対角化できない

非可換物理量があるときに限って，擬確率が負になることがある。ここにも，量子性＝物理

量の非可換性⇒ 物理量の値の同時実在性の否定，負の確率という関係が見える。
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図 1: 擬確率の幾何学的描像。(a) 0を始点とし 1を終点とする単位ベクトル
−→
01 = |ψ⟩ を |ξ2⟩

の射線に射影したのが
−→
02 = |ξ2⟩⟨ξ2|ψ⟩。これをもう一度射影した

−→
03 = |ψ⟩⟨ψ|ξ2⟩⟨ξ2|ψ⟩ の長

さが確率 (2.18)に等しい。(b), (c) ともに
−→
01 = |ψ⟩, −→02 = |ξ1⟩⟨ξ1|ψ⟩,

−→
03 = |ξ2⟩⟨ξ2|ξ1⟩⟨ξ1|ψ⟩,−→

04 = |ψ⟩⟨ψ|ξ2⟩⟨ξ2|ξ1⟩⟨ξ1|ψ⟩. 最後のベクトル
−→
04の長さが擬確率 (2.19)に等しい。(c) では

最終的にできるベクトル
−→
04は

−→
01の逆を向いている。このとき擬確率 (2.19)が負になる。

直線偏光の状態は，射線の図と相似対応する。別のところ [14]でも述べたが，光学の実験

で 2枚の偏光フィルターを偏光軸が直交するように重ねると，光はまったく透過しない（図

2(a)）。しかし，2枚の直交偏光フィルターの間に斜めの偏光フィルターを挿入すると光が少

しは通る（図 2(b)）。2枚重ねで光が通らないのに，3枚重ねた方が光が通るというのは，直

観に反していてちょっとした驚きである。これは 2状態の遷移確率 (2.18)はゼロであっても，

中間状態を指定した遷移確率はゼロではないという状況になっている。さらに中間状態を取

り換えると，最終状態に遷移したときに負号が反転することもある（図 2(c)）。形式的に，図

2(c)の遷移過程 1 → 2 → 3で中間状態 2を通る確率を正とするなら，遷移過程 1 → 4 → 5

で中間状態 4を通る確率は負だということになる。

4

1

23

5

(a) (b) (c)

12 1

23

図 2: (a) 直交する偏光状態の遷移確率はゼロ。(b) 途中でで斜めの偏光状態に射影すると遷
移確率は正になる。(c) 別の中間状態に対する遷移確率もゼロではない。

上の例では正負の擬確率が出て来るようには見えない。正負の違いを浮き上がらせるため

には，3枚目の偏光フィルターの軸をわずかに傾けるとよい。射影したベクトルの長さの比

は三角関数 cosで決まる。重なった 2枚のフィルターの偏光軸のなす角（ラジアン）を θ∓ δ
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とすると，

cos(θ ∓ δ) = cos θ cos δ ± sin θ sin δ (2.20)

であり，θ = π
2 のときは微小角 δに対して近似的に

cos
(π
2
∓ δ

)
≈ ±δ (2.21)

が成り立つ。θ = π
4 のときは微小角 δに対して

cos
(π
4
∓ δ

)
≈ 1√

2
(1± δ) (2.22)

という近似が成り立つ。図 2(a)で直交していた軸をわずかな角 δだけ傾けたものが図 3(a)

である。図 3(b)で番号 1を付けられたベクトルは初期状態 |ψ⟩である。+45◦傾いた中間状

態を |ξ1+⟩，−45◦傾いた中間状態を |ξ1−⟩とする。直角から−δだけ傾いた終状態を |ξ2⟩と
する。図 3(a)に見られるように，始状態 |ψ⟩から終状態 |ξ2⟩に遷移する全確率 (2.18)は

Pfin :=
∣∣∣ cos(π

2
− δ

)∣∣∣2 ≈ δ2 (2.23)

となる。中間状態 |ξ1±⟩ を指定した “結合確率” (2.19) を，図 3(b) を見ながら計算する。

始状態 |ψ⟩から中間状態 |ξ1+⟩を経て終状態 |ξ2⟩に遷移する “結合確率”は，図 3(b)では

1 → 2 → 3 → 4の順の射影で与えられ，

P+ := cos
(π
2
− δ

)
cos

(π
4
− δ

)
cos

(π
4

)
≈ 1

2
δ(1 + δ) (2.24)

となる。同様に，始状態 |ψ⟩から中間状態 |ξ1−⟩を経て |ξ2⟩に遷移する “結合確率”は，図

3(b)の 1 → 5 → 6 → 7の順の射影で与えられ，

P− := cos
(π
2
+ δ

)
cos

(π
4
+ δ

)
cos

(π
4

)
≈ −1

2
δ(1− δ) (2.25)

となる。δが正の微小量なら P−は負の数である。このとき “条件付き確率”は

C+ :=
P+

Pfin
≈ 1

2δ2
δ(1 + δ) =

1

2

(
1 +

1

δ

)
, (2.26)

C− :=
P−
Pfin

≈ − 1

2δ2
δ(1− δ) =

1

2

(
1− 1

δ

)
(2.27)

となる。例えば δ = 1
100 ならば，

C+ =
1

2

(
1 + 100

)
=

101

2
, C− =

1

2

(
1− 100

)
= −99

2
(2.28)

となる。つまり，終状態 |ξ2⟩に達する途中で状態 |ξ1+⟩を通過した “条件付き確率”C+は絶

対値の大きな正の数になり，状態 |ξ1−⟩を通過した “条件付き確率”C−は絶対値の大きな負

の数になる。ただし C+ + C− = 1は成り立っている。このような極端な大小関係になるの

は，P+ は δのオーダーの正の数，P− は絶対値が δのオーダーの負の数でありながら，和

Pfin = P+ + P−は δ2のオーダーの正の数だからだ。
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図 3: (a) 直交していた偏光軸をわずかな角 δの分だけ傾けると，1 → 2 → 3の順に射影さ
れたベクトルは元のベクトルの δ2倍程度の大きさになる。(b) 斜め 45◦の偏光を中間状態
とする射影 1 → 2 → 3 → 4は，元のベクトルの δ倍程度の大きさで元と同じ向きのベクト
ルを与える。−45◦の偏光を中間状態とする射影 1 → 5 → 6 → 7は，元のベクトルの δ倍程
度の大きさで元と逆向きのベクトルを与える。

さらに，便宜的に a− < a+として，状態 |ξ1+⟩を固有値 a+の固有ベクトル，状態 |ξ1−⟩
を固有値 a−の固有ベクトルとする物理量A(1)があると，その “条件付き期待値”（弱値）は

aw := E
(
A(1)

∣∣∣ |ξ2⟩) = C+a+ + C−a− =
1

2

(
1 +

1

δ

)
a+ +

1

2

(
1− 1

δ

)
a−

=
1

2
(a+ + a−) +

1

2δ
(a+ − a−) (2.29)

となる。δの絶対値が小さいと，弱値 (2.29)は，a− < aw < a+の範囲に収まらず，極端に

大きな値になる。このような条件がそろうと，(2.17)のアハラノフ・アルバート・ヴェイド

マンの弱値は，異常に大きな値になり得る。これが弱値の増幅と呼ばれる現象である。この

条件では終状態に達する確率 Pfinは非常に小さいので（δ = 1
100 の例では Pfin ≈ 10−4），測

定実験を多数回繰り返して，所望の終状態に達したサンプルを集める必要がある。始状態と

終状態とが直交からほんの少しだけずれていて，かすかな信号が検出されるときに，弱値は

異常に大きくなることは，定義式 (2.17)からもわかることだが，スダルシャンら [15] や細

谷氏 [16]も物理的な例を通して示している。
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